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Résumé Opérationnel

Les lois fondamentales des probabilités contredisent constamment notre intuition, méme si
nous ne parlons ici que des probabilités ordinaires et non de la mécanique quantique, a laquelle
personne ne comprend rien.

On dit toujours que, pour avoir une valeur probante, une expérience physique doit étre répé-
table : mettez les mémes ingrédients en entrée, agitez de la méme maniére, vous aurez les
mémes résultats en sortie. Pas en probabilités : la méme personne jette la méme piece trois fois
de suite ; elle obtient des résultats différents.

On a tendance a croire que, si un signal est régulier, il ne peut provenir d'une source aléatoire.
Savoir ce qui, au sein d'un signal, est aléatoire ou ne l'est pas est le theme de 1'excellent livre de
Stanislaw Lem "La Voix du Maitre", probablement le meilleur roman de science-fiction jamais
écrit.

Si, au sein d'une population a parité H/F, on extrait une sous-population de taille quelconque,
elle ne respectera pas cette parité. Quelqu'un devrait essayer d'en informer les épidémiologistes.

Si deux villes quelconques ont le méme nombre d'habitants, chacun étant exposé au méme
risque (cancer, par exemple), le nombre de victimes dans chaque ville ne sera pas le méme,
simplement du fait des lois du hasard ; cela ne prouve en rien que I'une des deux villes soit plus
exposée que l'autre. Quelqu'un devrait essayer d'en informer les journalistes.

Sion observe les températures a Paris pendant assez longtemps, viendra un moment ou la tem-
pérature maximale déja enregistrée sera dépassée ; cela ne montre pas que le climat est détra-
qué, mais résulte simplement du fait que les enregistrements sont plus nombreux. Quelqu'un
devrait en informer les climatologues.
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Sije joue a pile ou face, recevant 1 € lorsque je gagne et versant 1 € lorsque je perds, ma fortune
ne tendra pas vers 0, mais procédera par larges oscillations, dont I'amplitude ira croissant. Vien-
dra un moment ou j'aurai gagné un milliard, un moment (peut-étre avant, peut-étre apres) ou
j'aurai perdu un milliard. La Nature ne recherche jamais un équilibre, mais procéde par larges
oscillations. Quelqu'un devrait essayer d'en informer les économistes.

Si je joue a pile ou face, comme précédemment, puis-je anticiper mes gains et me prémunir
contre mes pertes, et a cette fin solliciter un emprunt aupres de ma banque (laquelle refusera
évidemment) ? La réponse est "oui", et elle est due au mathématicien russe Alexander Khint-
chine ; elle s'appelle "loi du logarithme itéré", 1924, et elle est extraordinairement complexe. On
est confondu par le fait que, pour décrire une chose aussi simple "quelles peuvent étre mes
pertes ?" on doive avoir recours a des mathématiques aussi sophistiquées. Mais il faut en pren-
dre son parti ; qu'on le veuille ou non, c'est une loi de la Nature.

De maniére générale, avant d'invoquer les activités humaines, on devrait se renseigner sur ce
que fait la Nature. Quelqu'un devrait essayer d'en informer les politiciens.
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I. Introduction

De nombreux ingénieurs, chercheurs, enseignants, ou simplement commentateurs, trouvent
que les résultats apportés par la théorie des probabilités sont contraires a l'intuition. Je partage
ce point de vue : je suis moi-méme issu d'une formation en analyse classique. J'ai du mal avec
les probabilités, mais je suis bien obligé de les utiliser au quotidien. Dans tous les travaux qu'on
nous demande de mener, il y a des "ennuis" qui, selon les cas, s'appellent incertitudes, risques,
etc. et on nous demande de les prendre en compte : c'est méme pour cela qu'on fait appel a des
mathématiciens professionnels, plutot qu'a des boites noires. Comme ces questions sont main-
tenant au coeur de notre métier, nous sommes obligés d'y préter attention.

Observons d'abord que les résultats probabilistes vont a l'encontre de ce que nous attendons,
culturellement parlant : nous aimerions par exemple que, en toute circonstance, un équilibre
finisse par s'installer. C'est ce que nous enseigne la physique traditionnelle : si vous mettez dans
un récipient deux liquides de méme densité, ils se mélangent, et de méme pour deux gaz. Si on
met deux populations, deux religions, dans un méme territoire, on peut espérer qu'elles finiront
par s'entendre ! Mais, comme nous allons le voir, ce n'est pas ce qui résulte des lois de la Nature.

Notons ensuite — négation absolue de l'orthodoxie en matiére d'approche scientifique - que les
lois probabilistes contredisent la doctrine de la répétabilité, universellement adoptée. On dit
partout : pour qu'une expérience physique soit probante, il faut qu'elle soit répétable ; a partir
des mémes données expérimentales, en suivant le méme protocole expérimental, d'autres phy-
siciens doivent obtenir le méme résultat. C'est faux en probabilités : considérez l'expérience "je
jette trois fois de suite une piéce de monnaie" et répétez-la, avec la méme piece : vous n'obtien-
drez pas les mémes résultats.

Je ne parle ici que des probabilités "macroscopiques" : une bonne vieille piéce de monnaie. Je ne
parlerai pas de la mécanique quantique, a laquelle personne ne comprend rien ; il n'est pas dit
que les regles des probabilités usuelles s'y appliquent encore.

La premiére chose a bien comprendre est que les lois des probabilités sont des lois de la Nature,
des lois de la physique comme les autres, meilleures que les autres, méme, puisqu'elles résultent
d'une axiomatisation indiscutable, ce qui n'est pas le cas des lois de Newton ou de Kepler, par
exemple : elles ne sont que des approximations. Si nous décrivons le comportement d'un jeu de
pile ou face en disant : une chance sur deux a chaque lancer de tomber sur chacune des faces,
nous avons une description axiomatique compléte de la loi, et cette description serait valable
sur la planéete Mars.

Nous aurions donc intérét a bien comprendre les lois probabilistes, surtout parce qu'elles con-
tredisent notre intuition. Il existe de nombreux livres qui présentent ces sujets, mais, quel que
soit l'effort d'adaptation, il y a une difficulté fondamentale : le raisonnement probabiliste ne
nous est pas familier, du fait de notre éducation.
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II. L'intuition est mise en défaut

Nous allons donner des exemples trés simples ou l'intuition ordinaire est mise en défaut.

1. Suitede PouF

Considérons les deux suites de longueur 12 :

F,F,P,F,F,P,F,P,F,F,P,F
P,P,P,P,P,P,P,P,P,P,P,P

et demandons-nous laquelle a la plus forte probabilité d'apparaitre. La plupart des gens répon-
dront que c'est la premiére : la seconde est beaucoup trop réguliére pour étre honnéte ! Pourtant,

1

les deux suites ont la méme probabilité, a savoir S

Ici, le paradoxe est simple a lever : les deux suites "régulieres" P..P et F..F ont a elles deux

probabilité 2/2", donc tout le reste a probabilité I—E. Mais la plupart des gens vous diront

qu'une suite du type PFPFPF... est réguliere, et il y en a beaucoup de ce type.

Le théme : signal régulier au sein d'un signal aléatoire, comme caractéristique d'une volonté
intelligente, est a la base de 1'excellent livre de Stanislaw Lem "La Voix du maitre" (Denoél, coll.
Présence du futur, no 211, 1976). L'un des meilleurs romans de science-fiction jamais écrits.

2. Eléments de régularité

Considérons la suite :
pP.P,P,P,P,P,P,P,P,P,P,P

La plupart des gens diront que, si elle apparait, le jeu est truqué d'une maniére ou d'une autre.
Or ceci est faux : si on joue assez longtemps a P ou F, il viendra certainement un moment ou
cette suite apparaitra, de méme que toute suite arbitrairement fixée.

On peut assez facilement démontrer le résultat suivant : donnons-nous une suite faite de P
seulement, de longueur arbitraire n, et jouons pendant N parties ; la probabilité de voir appa-
raitre notre suite réguliere tend vers 1 lorsque N — +oo et on peut méme donner des estima-
tions explicites de la probabilité en fonction de N.De méme pour toute suite arbitrairement
fixée : elle finira par apparaitre sil'on joue assez longtemps.

3. Le climat est détraqué

Plus généralement, si on observe assez longtemps un phénomeéne aléatoire non borné, viendra
nécessairement un moment ou l'on observera des valeurs nouvelles. Par exemple, pour une loi
de Gauss usuelle, 1l est trés improbable de dépasser la valeur 20, mais cela se produira néces-
sairement si on fait un nombre suffisant de tirages.
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La température maximale observée a Paris est de 42,6 °C (2019), mais elle sera dépassée si on
continue les enregistrements : cela ne prouve en rien que le climat est détraqué, cela résulte
simplement du fait que les enregistrements sont plus nombreux. Les climatologues feraient bien
d'apprendre quelques rudiments de probabilités, cela leur éviterait le ridicule "on n'a jamais vu
cela, donc c'est dangereux, c'est la faute de I'homme, il faut réagir, etc.". On n'a jamais vu cela
parce qu'on n'a pas observé le phénomeéne assez longtemps ; on le verra nécessairement lorsque
les observations seront suffisamment nombreuses.

4. Irrégularités de distribution

Prenons une population, mettons 10 000 personnes, constituée a parts égales d'H et F, et ex-
trayons une sous-population, mettons 5 000 personnes. En général, il n'y aura pas parité dans

cette sous-population ; il est facile d'estimer la loi de probabilité de la différence |H -F | en

fonction de la taille de la population et de la taille de la sous-population. Il faudrait que quel-
qu'un prévienne les épidémiologistes, qui persistent a croire a la parité dans la sous-population.

Prenons deux villes, ayant le méme nombre d'habitants, mettons 10 000 chacune, et imaginons
que chaque habitant soit soumis 4 un méme risque (mettons : étre victime d'un cancer). Le
nombre de victimes dans les deux villes n'a pas de raison d'étre le méme. La encore, on sait
calculer la probabilité de la différence. La encore, il faudrait que quelqu'un prévienne les épidé-
miologistes, qui persistent a croire que s'il y a plus de victimes dans 1'une des villes, c'est néces-
sairement la faute de quelque chose (lignes a haute tension, etc.).

Nous constatons ici que la Nature ne favorise pas 1'équilibre, mais géneére le déséquilibre. Un
choix au hasard ne conduit pas a 1'égalité ou a la parité.

Mais nous allons voir qu'il y a pire ! Les lois de la Nature accentuent ce déséquilibre.

III. Le déséquilibre ne peut que s'accentuer

Ici, nous allons voir des lois probabilistes extrémement difficiles a comprendre.

Je joue a pile ou face ; je regois un € si je gagne, je donne 1 € si je perds. Comment évolue ma
fortune au fil du temps ? La plupart des gens pensent que, puisque le jeu est équilibré, ma

fortune tendra vers 0. Notons S, ma fortune, exprimée en €, au terme de la n“" partie ; c'est

évidemment S, = ZXk, ot X, désigne le gain a la k™ partie : X, =+1 si je gagne, X, =—1
=t
s1 je perds.

. . . 1<
Ce que dit la loi des grands nombres, c'est que la moyenne des gains, G, = —ZX . » tend vers 0
k=1

lorsque n —+00. Mais il s'agit de la moyenne et non du gain lui-méme.
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En fait, les lois probabilistes nous disent que ces gains passeront alternativement par des va-
leurs tres fortes et trés négatives : si je joue assez longtemps, viendra un moment ou j'aurai
gagné un milliard d'€ et viendra un moment, peut-étre avant, peut-étre apres, ou j'aurai perdu
un milliard d'€. Ces résultats sont contre-intuitifs.

La Nature procéde par grandes oscillations, dont 'amplitude va croissant. Si des espéces ani-
males se partagent un territoire, et si les lois des probabilités s'appliquent, chaque espéce pourra
devenir dominante 4 un moment ou a4 un autre.

Revenons au jeu de Pile ou Face et demandons-nous s'il existe une "courbe de sécurité" : je ne
m'attends pas a ce que mon adversaire gagne tout le temps ; la probabilité qu'il gagne constam-

ment en n parties est PYR Existe-t-il une courbe de sécurité, qui indiquerait en particulier a

quelles pertes je puis m'attendre, en fonction du temps, c’est-a-dire le niveau de 1'emprunt que
je dois solliciter aupres de ma banque (laquelle refusera évidemment) ? La réponse est due au
mathématicien russe Alexandre Khintchine (1894-1959) ; elle s'appelle "loi du logarithme itéré".
Presque stirement, mon gain (en valeur absolue, il peut étre négatif) sera borné par la courbe
de Khintchine :

f(x) = \/2xL0g(L0g (x))

Il ne s'agit pas seulement d'une courbe de sécurité, mais d'une limite qui sera nécessairement
atteinte, du moins asymptotiquement : si vous jouez assez longtemps, votre fortune finira né-
cessairement par se rapprocher de cette courbe (en positif ou en négatif).

Ces résultats sont tres difficiles a démontrer. On pourra en trouver une démonstration dans
mon livre [SRW] ; il s'agit d'une approche quantitative, en termes de propagation d'énergie.

Le jeu de pile ou face, mathématiquement parlant, s'interpréte comme une marche aléatoire
dans le plan : a chaque pas de temps, on monte d'un cran ou on descend d'un cran, selon que 1'on
gagne ou que l'on perd. Voici a quoi peut ressembler cette marche ; n'importe qui peut program-
mer son ordinateur pour obtenir ces résultats :
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marche aléatoire et courbe de Khintchine
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e marche aléatoire = === courbe de Khintchine

On a du mal a croire que la démonstration de résultats a propos du jeu de pile ou face puisse
étre difficile. Pourtant, il m'a fallu plus d'une année pour rédiger le livre [SRW]. A posteriori,
on se dit que si la courbe limite est 1a courbe de Khintchine définie ci-dessus, c'est que les choses
ne sont pas si simples.

I1 faut bien comprendre ceci : la formule ci-dessus n'est pas une bizarrerie, née des imaginations
d'un mathématicien ; c'est une loi de la Nature, qu'on le veuille ou non. Que les lois de la Nature

ne puissent s'exprimer que sous une forme aussi complexe incite a penser que nos mathéma-
tiques ne sont pas tres efficaces.
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