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Attraction Newtonienne entre deux masses au repos

Une anomalie dans la loi de Newton de l'attraction universelle

Bernard Beauzamy, 20/03/2026
1. Résumé

La loi de Newton exprimant l'attraction universelle est communément utilisée en complément
quantitatif des lois de Kepler, en particulier pour les satellites et la détermination des trajec-
toires des fusées de toute nature. Pourtant, quand on veut l'appliquer a la situation trés simple,
parfaitement naturelle et parfaitement licite, de deux masses au repos, attirées l'une vers
I'autre, on obtient des résultats présentant manifestement des anomalies. Le temps de rappro-
chement des deux masses ne tend pas vers 0, méme si l'une des deux masses devient trés faible.
Mais ce paradoxe n'est qu'apparent, comme nous l'expliquons plus loin.

2. Présentation du probléme

On dispose de deux masses ponctuelles M,, M,, immobiles, situées a distance D I'une de

l'autre. Chacune est soumise a l'attraction newtonienne :

_ G mm,

F e

b

o G=6,674 x 10" m’kg™'s™ est la constante universelle de gravitation.

Nous établissons le résultat suivant, qui semble trés étrange :

Théoréme — Si m, >0 et m, >0, les deux masses se rejoignent au temps T, ,donné par :

final

T D3/2

T, = .
i 2J2G \m +m,

Ce résultat est étrange a deux titres :

Il fait intervenir la somme des masses, alors que la force faisait intervenir le produit ;
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Le temps n'est pas infini, méme si I'une des masses est tres petite, alors qu'en toute logique, si
I'une des masses est nulle, il n'y a plus d'attraction et les masses ne se rapprochent plus.

La formule de 'attraction universelle est étrange a plusieurs titres. Si m, >0, la masse M, du

fait de l'attraction par M,, est soumise a une accélération :

G m,
7/1 = D2 ’
puisque F' = Gnla)lgnz =my,.

Cette expression ne fait pas intervenir la masse m,, pourvu qu'elle soit >0. Si m; =0, F=0 et

7, n'est pas définie.

3. Mise en équations

L'axe des x est porté par le segment joignant les deux masses ; l'origine O est prise au centre
de gravité. Celui-ci est immobile, puisque le systéme est isolé.

Proposition 1. - Le mouvement de la masse M, est le méme que si elle était soumise a l'attrac-
m

tion d'une masse [ = > située au centre de gravité.

m, +m,
Démonstration

Une masse p au centre de gravité exercera l'attraction :

Gum
FOZTZ'
2

Les deux forces sont égales si :

p= e )
(d,+d,)

Par définition du centre de gravité :

m
— _ 2
md, =m,d, ou d =—d,.

m,

En reportant dans (1), on obtient :
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ce qui prouve la Proposition : cette derniere quantité ne dépend que des masses et non des dis-
tances.

On recherche le temps ou les deux masses se rejoignent ; d'aprées la Proposition 1, 1l est équiva-
lent de rechercher le temps ot m, rejoindra le centre de gravité O, immobile et affecté de la

masse 4. On note simplement m au lieu de m, et x(t) son abscisse au temps ¢ avec

OSx(t)S d,. La masse m se déplace vers la gauche. Elle est soumise a l'attraction newto-

nienne :

P :_Gm,u

2 x(t)Z :

Il en résulte que la masse m est soumise a une accélération dirigée vers la gauche :

Notant V(t) la vitesse a l'instant ¢, on obtient :

v __ Gu
e x(r) ’
et donc :

= iy di’

dvt _ Gu dx

En intégrant ceci :

v :@+C,

1
2 x(t)
ouC est une constante que nous allons déterminer.

Al'instant 0, x=d,et v=0, donc:

c=-9£
d2

On obtient finalement 1'équation différentielle :

o)

On a bien L—L > ( puisque x(t) <d,. On obtient :

x(l) d,
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o-~porli )P o

On considere maintenant la vitesse en valeur absolue. Elle s'écrit :

2Gu |1-x/d
V(t):\/ d \/ o,
2 2

et puisque :
m.D
1
dy=—,
m, +m,

v(t):C m avec :
x/d,
c= [2G_m
D m +m,

Nous avons obtenu une expression de la vitesse en fonction de la position :

Proposition 2. — Lorsque l'abscisse de la masse M, est x,0<x<d,, la vitesse de cette masse,

orientée vers la gauche, est :

e 26 m; 1-x/d,
D m+m\ x/d,

Nous allons maintenant déterminer le déroulement du mouvement.

d. d
Posons y:i, x=d,y, _x:dz_y ; on obtient :

d, dt

dzd—y: 20p 12y et pour =0,y =1.
dt d, v

On a donc I'équation :
1
v b ——/2Gu

I—y dr  d>?

Posons :
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F(x)= arcsinm—«/x(l—x) )

X

On vérifie que F'(x)=— . On a, a tout instant 7':
—-X
=T t=T
y dy 1 1
—— —=—dt=| —=J2Gu dt =T —=+2G
J \i-y di FECA N
=0 1=0

et donc :

(aresin 1=y (7) = [y (T)(1= (7)) )~ (aresin i~ »(0) - ¥ (0) (1= »(0)) | =T L Gn

Or, au temps ¢t =0, y(O) =1. L'équation s'écrit :

arcsin 1=y (T) —[»(T) (1-»(T)) =Td1/2 J26u ®

Voici le graphe de la fonction F (x) , 0<x<1:
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La dérivée vaut F '(x) =—, ’— < 0. Elle est toujours strictement négative ; la fonction est dé-
X

croissante. Comme le second membre est une fonction croissante, 1'équation (3) admet une so-
lution unique.

m.D

m, +m,

Nous avons obtenu, en remplacant d, =

Proposition 3. — A tout instant T, la position x(T) est solution de l'équation implicite :

. m, +m m,+m m,+m 1
arCSll’l\/l—WX(T)—\/WX(T)[I—WX(T)] :T'\/2G 1,7’1’11 +m2 m
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Nous allons maintenant déterminer le temps final de rapprochement des deux masses.

Au temps final 7, ,, x(Tﬁnal) =0 ; I'équation ci-dessus s'écrit :
V2 = 1
57 T N2G [y +m, D

ou encore :

Nous avons obtenu :

Proposition 4. — Les deux masses se rejoignent au temps T, , donné par :

final

T D3/2

T p—
final 2\/% W

o G=6,674 x 10" ' m’kg™'s™ est la constante universelle de gravitation.

Nous l'avons déja dit : le temps T

final

dépend de la masse totale m, +m, alors que la force dépend

du produit mm,.

Remarque complémentaire. — La formule F = présente une "singularité" lorsque

dZ
d =0 : la force devient infinie lorsque les deux masses sont proches, ce qui est évidemment

absurde en pratique.

Cette formule ne fait intervenir que les masses, non les volumes ou les surfaces. Elle ne se préte
donc pas a l'interprétation en termes d'ondes gravitationnelles.

4. Application numérique

Calcul du temps final, dans la situation D=1m, m, =m, =1 kg.

T _ T
4JG  4J6,674 x 107"

On trouve: 7, = ~ 96138 s ~ 27 heures

Suivi de la trajectoire

L'équation est :

arcsin \[1-2x(T) - 2x(T)(1-2x(T)) =27VG
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N " 1
ou x(T) est la position de la masse M, au temps 7'; on a x(O) = 5 Les deux masses se ren-

contrent a l'origine et x(T ﬁnal) =0.

Discrétisons l'intervalle 0—1/2 en N =100 intervalles égaux, de bornes :

b L1k
2 100

Le temps ¢, de passage en b, est, en secondes :

(arcstl 2b, 1/ 1 2b ) (arcsm‘/lo ’100 lOOJ

Voici le graphique en heures :

s naoeSREIIRNEY

A @, @ @ 1

Lorsqu'on approche du point de rencontre, x est proche de O et le terme \/ 2x(T )(1 - 2x(T )) est

voisin de 0. L'équation devient :

arcsin [1-2x(7T) = 2T\G
1-2x(T) =sin (274G ), 1-2x(T) =sin* (273G )

et finalement :

1—sin’ (2TJ5 )

x(T)= 5
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comme vu précédemment.

On aura x=0 si sinz(zTJE)zl, 2%/5:%, T=

V4
4G’
Sil'une des masses est nulle, le temps final sera :

T D3/2

T -
final 2\/% \/m_l

avec D=1m, m, =1 kg, nous obtenons

T

T, —=——
final 2\/%

~135960s~=38h.

5. Formule générale a la limite

Nous calculons maintenant x(T ) au voisinage du point de rencontre

+ +
Au voisinage de 1'origine (x=0), le terme T x(T) l—ux(T) est négligeable et
m,D m,D

I'équation de position devient :

arcsin\/l—&g%x(T) =T~N2G ym, +m, #

m,

ou encore :

1—&;12x(T) =sin’ (T\/2G \Jm, +m, #j
m

l—sinz[T\/EJm1 +m, Dlmj:  F x(T)

m.D
ce qui s'écrit finalement :

2G
x(T) = mD cos’ (n?/: mz) T
m, +m, D

6. L'une des masses devient infiniment petite

On considére maintenant que les deux masses sont a distance D fixe ; la masse m, ne change

pas, mais la masse m;, — 0. Que devient le temps de rapprochement ?
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Comme m,d, =m,d,, on a d, >0 et comme d, +d, =D, d, - D; autrement dit, le centre de
gravité, qui est le point de rapprochement, se rapproche de M, ; la masse m, parcourt de moins

en moins de chemin et la masse m, de plus en plus.

3/2 3/2
T D T D
Lorsque m; — 0, T,

" = 0N2G fmym, 242G

Autrement dit, lorsque m; — 0, la masse M, parcourt un trajet de plus en plus petit (d, - 0)
et la masse M, parcourt un trajet dont la longueur totale tend vers D. Ceci explique que le

temps final T,,, admette une limite.

Cependant, il y a une discontinuité : si m, =0, il n'y a plus d'attraction du tout et 7, = +oo.

BB Attraction Newtonienne, 2026/03



