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Postulats

Un postulat est un énoncé que l'on admet sans démonstration, et sur le-
quel vont s'appuyer tous les raisonnements ultérieurs. Les postulats d'Ar-
chimede sont tous simples et intuitifs.

Postulat 1.- De toutes les lignes
ayant les mémes extrémités A,B, la

plus courte est le segment AB.

Autre présentation : supposons un élastique tendu entre deux points. Si
on déforme I'élastique, cela ne peut que l'allonger.

Analogue 3d : Toile élastique déformable, fixée sur le pourtour d'un an-
neau ; toute déformation de la toile ne pourra qu'augmenter l'aire de la
toile : cette aire est minimale lorsque la toile est plane. Vrai méme si l'an-
neau n'est pas circulaire.
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Définition.- Un ensemble est dit convexe si, lorsqu'il contient deux points
A,B, il contient le segment AB.

Fig 2.a : cet ensemble est convexe Fig 2.b ! cet ensemble n'est pas corvexe, car le segment AB sort de l'ensemble

Cette définition de la convexité est donnée exactement de la méme ma-
niere de nos jours. Notion extrémement féconde : fonctions convexes, es-
paces de Banach, espaces localement convexes, etc.

Postulat 2.- Soient C,C, deux ensembles convexes dans le plan. Si C, est
inclus dans C,, la longueur de la frontiere de C, est plus petite que la lon-
gueur de la frontiere de C,.

C,

<



Il y a des choses évidentes, qui sont justes, et d'autres, tout aussi évi-
dentes, qui sont fausses !

Intuitif et juste

— Si on prend un bout de ficelle et qu'on en retire un morceau, ce qui
reste a une longueur moindre.

— Si1 on prend une surface quelconque (un morceau de toile) et qu'on en
retire un morceau, ce qui reste a une aire moindre.

— Si on prend un corps solide quelconque (un morceau de pain) et qu'on
en retire un morceau, ce qui reste a un volume moindre et un poids

moindre.

La regle générale semble étre que, pour les longueurs, les surfaces, les vo-
lumes, s1 on retire un morceau, ce qui reste est moindre.

Mais ce n'est pas si simple !

On peut diminuer les longueurs des c6tés d'un triangle tout en augmen-
tant 1'aire.



Intuitif et faux :

Faux 1

Soit un triangle ; si on augmente la longueur des cotés, 1'aire du triangle
ne peut qu'augmenter. C'est faux :

Dans l'exemple ci-dessus, AB est commun aux deux triangles ABC et
ABD.On a AD > AC, BD > BC, mais l'aire du triangle ABD est la moitié de
celle de ABC.



Faux 2

Soit C, un ensemble convexe, comme
dans le Postulat 2, et C, un ensemble

quelconque, non nécessairement convexe,
avec C, cC,. Alors la longueur de la fron-

tiere de C, n'est pas nécessairement plus

petite que la longueur de la frontiere de
C,.

Sur la figure ci-contre, on voit un ensemble C, qui est tout petit, mais dont

la frontiere est tres longue : on peut l'allonger autant qu'on veut, en pro-
cédant a des "vibrations".



Faux 3

Soient deux segments de droite paralleles, tres proches 1'un de l'autre, et
soit C une courbe (un morceau de ficelle) constamment contenue entre les
deux segments. Alors la longueur de C est proche de la longueur des seg-
ments, et en particulier tendra vers cette longueur si les deux segments se
rapprochent I'un de I'autre.
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ce qu'on imagine
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ce qui peut se produire

C'est radicalement faux, comme le montre la figure. Quelle que soit la dis-
tance entre les deux segments, méme s'ils sont tres proches, on peut trou-
ver une courbe de longueur arbitrairement grande, qui reste entre les
deux segments. Il suffit de la faire osciller beaucoup.



Faux 4

Soient deux surfaces planes, tres proches I'une de 1'autre (deux murs pa-
ralleles, séparés par un petit intervalle) et C une surface entre les deux
(un pan de toile tendu entre les deux murs). Alors la surface de C est
proche de celle des surfaces planes, et tend vers cette surface si les murs
se rapprochent.

Méme chose : c'est radicalement faux ; prendre la figure ci-dessus comme
vue du dessus : un rideau avec de tres nombreuses fronces. La surface du
rideau peut étre arbitrairement grande, quelle que soit la distance entre
les murs.

Le lecteur est ici invité a se poser la question : comment Archimede a-t-il
fait pour énoncer des postulats aussi précis, aussi féconds, alors que
d'innombrables erreurs pouvalent étre commises ? La réponse est que
nous n'en savons rien.

N'est pas Archimede qui veut et il va falloir s'y habituer.



Des Corps Flottants

I. Introduction

Dans ce chapitre, Archimede s'intéresse a la stabilité d'un solide immer-
gé : se redresse-t-il ou se couche-t-11 ? I1 démontre que certaines formes ont
une stabilité naturelle.

Il ne pose pas le probleme comme nous le ferions aujourd'hui, ce qui est a
priori tres déconcertant. Nous dirions : on pose le solide en position d'équi-
libre et on lui fait subir telle rotation, de tel angle, autour de tel axe,
voyons ce qui se produit. Nous nous efforcerions de définir complétement
les conditions de l'expérience. Archimede ne fait pas du tout cela : il pose
le solide "en biais", sans autre précision.

A priori, on se dit que ses énoncés sont nécessairement faux, parce qu'ils
ne font pas intervenir la position du centre de gravité : chacun sait que
pour stabiliser un voilier, on met du lest sous la quille. Mais ils sont
justes ; personne n'a jamais pu mettre en évidence une erreur dans un
texte d'Archimede, et ce n'est pas faute d'avoir essayé.

Pour parvenir a ces résultats, Archimede déroule un raisonnement qui,
comme d'habitude avec lui, prend les choses a leur début, avec un "prin-
cipe de base" qu'on lira ci-dessous. Tout vient ensuite selon la logique la
plus stricte. Chacun admirera qu'avec un principe de base aussi simple,
Archimede puisse obtenir des résultats aussi complexes et aussi profonds.
La encore, ne nous demandons pas comment il a pu avoir 1'idée de ce prin-
cipe de base.

Sur un plan intellectuel, 1'ensemble de ce chapitre est totalement sidé-
rant. On part de considérations simples et on atteint tres rapidement des
situations d'une tres grande difficulté. La maniere dont Archimede les ré-
sout, le fait que nous sommes incapables de faire mieux, plongeront le lec-
teur dans la stupéfaction, en particulier s'il s'agit d'un lycéen, auquel,
jusque-la, on a présenté des mathématiques bien "lisses".



Principe de base

Principe de base. - Dans tout liquide, la partie
la moins comprimée est poussée hors de sa place
par celle qui est comprimée davantage ; chaque
partie est comprimée par le liquide placé vertica-
lement au-dessus d'elle.

Eléments géométriques

Lemme - Soit une surface 3d, coupée par des plans passant par un point
fixe O. Si toutes les intersections sont des cercles, la surface est une sphére
de centre O.

Démonstration du Lemme — Supposons que la surface ne soit pas une
sphere : 1l existera alors deux points A,B sur la surface tels que OA=OB.

Prenons le plan engendré par O,A,B : son intersection avec la surface ne
peut étre un cercle.



Lemme — La surface d'un liquide au repos a la forme d'une sphere, ayant
le méme centre que la Terre.

Démonstration du Lemme- Soit
un liquide au repos, coupons sa sur-
face par un plan passant par O,

centre de la Terre. Soit I la courbe
obtenue : c'est un cercle de centre O.

surface de la Terre

Si ce n'est pas le cas, on peut trouver
sur I' deux points A,A tels que les

longueurs OA et OA, ne solent pas
égales ; disons OA >OA,. Divisons le
secteur angulaire AOA, en N sec-

teurs de méme angle au centre (seu-
lement deux sont représentés sur la
figure).

Le premier et le dernier ont des aires différentes, puisque OA >OA,. 1l est

évident que, pour N assez grand, il existe deux secteurs consécutifs
N,,N, +1, dont l'aire est différente, sans quoi tous les secteurs auraient la

meéme aire. Sur la figure, ce sont les deux secteurs en pointillé.

Tracons un arc de cercle de centre O, tres proche du centre de la Terre :
les deux arcs correspondant aux secteurs n,,n,+1 sont comprimés de ma-
niere différente ; en d'autres termes, la pression verticale exercée sur
chaque arc est différente. Le liquide ne peut donc étre au repos, ce qui
contredit 1'hypotheése. Donc l'intersection par tout plan a la forme d'un
cercle et le Lemme 1 acheve la démonstration.



Solides immergés ou partiellement immergés

Lemme — Soit un corps solide ayant méme densité qu'un liquide. Immer-
geons ce solide dans un liquide au repos. Alors il reste sous la surface, sans
la dépasser et ne se déplace pas vers le fond.

Démonstration du Lemme — Suppo-
sons au contraire que le solide, noté K,

dépasse de la surface ; soit K, la partie
immergée et K, la partie émergée.
Construisons deux coOnes, centrés au

centre de la Terre, de méme angle ; le
premier contient K, le deuxieme ne
contient que le liquide. Découpons dans
le second une partie de méme forme que
K, et reproduisons-y K, : les densités
sont les mémes, le liquide n'est pas mo-
difié. Prenons encore un arc de cercle de
centre O, proche de O : la partie AA,
dans le premier cone et la partie AA

dans le second ne sont pas comprimées
de la méme maniere : la premiere a K,

en plus. Ceci contredit I'hypothese : li-
quide au repos.

Immergé, le solide ne descendra pas vers le fond, puisque toutes les par-
ties du liquide sont comprimées de la méme maniere ; en effet, le solide et
le liquide ont la méme densité. Ceci prouve le Lemme.



Lemme — Soit un solide, noté K, dont la densité est inférieure a celle du

liquide. Si on immerge le solide dans le liquide, une partie sera au-dessus
de la surface du liquide.

Démonstration du Lemme. - Suppo-
sons au contraire K completement im-
mergé et raisonnons comme précédem-
ment : construisons deux cones, de méme
angle, avec sommet au centre de la
Terre ; le premier contient K et le deu-
xiéme ne contient que du liquide. Pre-
nons comme précédemment un arc de
cercle de centre O, proche de O : la par-

tie dans le premier cone et la partie dans
le second ne sont pas comprimées de la
méme maniere, puisque dans la premiere
la densité de K est inférieure. Ceci con-
tredit 1'hypothese que le liquide est au
repos.




Lemme - Soit un solide, noté K, dont la densité est inférieure a celle du

liquide. Le solide sera immergé a un niveau tel que le poids du solide tout
entier est égal au poids du liquide déplacé.

Démonstration du Lemme. — Soit K le solide ayant une densité infé-
rieure a celle du liquide ; il est donc partiellement immergé ; soit K, la

partie immergée et K, la partie émergée.

Reproduisons K, par la pensée dans le second cone, mais cette fois rempli
de liquide : notons-le L: voir figure précédente.

Le liquide est en équilibre, donc les pressions sur les deux arcs AA, et
AA, sont les mémes. Les parties liquides, hors K, a gauche et hors L a

droite, sont les mémes. Il en résulte que le poids de K est égal au poids de
L. Le lemme est démontré.



Lemme I1.6 (Principe d'Archimeéde). — Tout corps plongé dans un li-
quide subit de bas en haut une force égale au poids du liquide déplacé.

Démonstration du Lemme. — Elle se fera en
deux temps ; nous considérons d'abord le cas ou le
solide a une densité plus faible que celle du li-
quide. Archimede ne considere que le premier.

Soit K, un solide, entierement immergé par force,

dont la densité est plus faible que celle du liquide,
p, = Poids(K,). Soit L un volume de liquide de

méme volume que K, p, son poids (donc p, > p,).
Déposons au-dessus de K, un solide K,, de méme
densité que K,, dont le poids est p, . Le solide
K=K, UK, a une densité plus faible que celle du
liquide ; d'apres le lemme 5, il sera immergé a un
niveau tel que le poids de K soit égal au poids du
volume de liquide déplacé, qui est le poids p_

Comme K, subit de haut en bas le poids de K, qui est égal a p, et comme

K, est en équilibre, il subit de haut en bas une force égale a p, . Ceci

prouve le lemme, premiere partie.



Lemme - Soit un solide K, de densité supérieure a celle du liquide ; s'il
est immergé dans le liquide, il descend jusqu'au fond.

Démonstration du Lemme. — Supposons au con-
traire que K ne descende pas jusqu'au fond et intro-
duisons trois cones de méme angle ; le cone central con-
tient le solide K.

Il est évident que la portion centrale de l'arc I', corres-
", pondant au cone contenant K, recoit une pression plus
0

forte que les deux autres, puisque K est plus lourd que
le liquide.

Ceci est une contradiction, qui prouve le Lemme 7. Comme vu précédem-
ment, K subit de bas en haut une force égale au poids du liquide déplacé.

Lemme (Principe d'Archimeéde, seconde partie, ajouté par 1'édi-
teur).

Nous considérons maintenant le cas ou le solide K, a une densité o, supé-
rieure a celle du liquide ¢, >1. Introduisons au-dessous de K, un solide
K,, de volume V, et de densité 5, <1 (le liquide a la densité de référence
1).

Le solide K, est soumis a son poids, dirigé vers

le bas, et a la poussée d'Archimede, notée F,
inconnue, dirigée vers le haut.

Le solide K, est soumis a son poids, o,K,, diri-

ge vers le bas et a la poussée d'Archimede V,

dirigée vers le haut (poids du liquide déplacé).

S1 on choisit V,,0, pour que I'ensemble K, UK, ait une densité exactement

égale a 1, il flottera immédiatement sous la surface (Lemme II.3, ci-
dessus). Or le volume de K, UK, est V,+V, et le poids est oV, +3J,V,. On

exige donc :

V, +V,

VR =1, ou encore (1-6,)V, =(6,—-1)V,.



Du fait de I'équilibre, les forces vers le haut équilibrent celles vers le bas,
d'ou :

SV, + SN, =F +V,

Il en résulte que F =V, : le solide K, est soumis a une poussée vers le haut

égale au volume de liquide déplacé ; la démonstration du Lemme est com-
plete.

On se rend compte ici que cette seconde partie est totalement inutile et
qu'Archimede a bien fait de l'ignorer : la poussée d'Archimede, quel que
soit le corps, se fait au prorata du volume, quelle que soit la densité.



Lemme — Soit K un solide dont la densité est inférieure a celle du li-
quide ; on l'abandonne dans le liquide. Soit K, la partie immergée et K, la

partie émergée. Soit V, un volume de liquide ayant méme volume que K,
V, ayant méme volume que K,. Alors :

poids(K, UK,)  poids(K,)
poids(V, LV,)  poids(K, UK,)

Démonstration du Lemme.- On sait (Lemme 5) que :
poids( K, UK, )= poids(V,).
On peut donc écrire :

poids(K, UK,)  poids(V,)  poids(K,)
poids(V, LV,)  poids(V, UV,)  poids(K, UK,)"

La derniére égalité résulte du fait que poids(V,)=4poids(K,), ol 4 est le
rapport des densités entre K, et V,, et ce rapport est le méme entre V, UV,
et KUK, ;le lemme est donc démontreé.



1. Stabilité et centre de gravité

Le centre de gravité est une propriété intrinseque a un solide : il se carac-
térise par le fait que l'on peut supposer que toute la masse y est concen-
trée, si on fait le bilan des forces et que 1'on cherche a déterminer le mou-
vement du solide.

Dans le cas d'un corps flottant, les choses sont plus compliquées, parce
qu'on a le poids, qui s'exerce sur la totalité du solide, et la poussée d'Ar-
chimede, qui ne s'exerce que sur la partie immergée. On ne peut donc pas
faire la somme des deux forces et 'appliquer au centre de gravité global.

I1 faut décomposer le solide en deux parties : la partie émergée, qui ne se-
ra soumise qu'au poids et la partie immergée, soumise au poids et a la
poussée d'Archimede, et déterminer les centres de gravité séparément.
Nous aurons donc deux points, G,,G,, centres de gravité de la partie im-

mergée et de la partie émergée respectivement.

On peut aussi raisonner en considérant le centre de gravité global G, au-
quel I'ensemble du poids est appliqué, et le centre de gravité G, de la par-

tie immergée, auquel seule la poussée d'Archimede est appliquée. Ceci est
en principe plus simple, puisqu'on étudie seulement deux points et non
trois. Archimede, pour sa part, utilise les trois points.

Toute la difficulté réside dans le fait suivant : le centre de gravité global
est un invariant : il ne dépend pas de la position du solide. Par contre, les
centres G,,G, dépendent de I'immersion et il faut refaire le calcul de leur

position a chaque fois que la position du solide change.

Le solide est en équilibre de flottaison si G,G,G, sont alignés sur une
méme verticale, G, étant au-dessous, G, au-dessus et G entre les deux.
S'ils ne sont pas alignés, il y a nécessairement un couple : G, et G sont
soumis au poids (force vers le bas) et G, a une force vers le haut (poids et

poussée d'Archimede ou poussée d'Archimede seule, selon la maniere dont
on travaille).



Cas 1 : le solide va pivoter dans le sens trigo-
nomeétrique.

Cas 2 : le solide va pivoter dans le sens des
aiguilles d'une montre.

Cas 1 Cas 2

Lemme — Soit K un solide dont la densité est inférieure a celle du li-
quide ; on l'abandonne dans le liquide. Soit K, la partie immergée et K, la

partie émergée. Soient respectivement G,G,,G, les centres de gravité de
K,K,K,. Alors :
— Les points G,,G,G, sont alignés, G se trouvant entre G et G,;

— Soit V la verticale passant par G. Le solide est en équilibre si les trois
points sont sur cette méme verticale. St la droite GG, est orientée vers la

droite (G, étant a droite de V, G, étant a gauche), le solide aura ten-

dance a tourner dans le sens des aiguilles d'une montre (cest-a-dire a
s'incliner vers la droite) ; si la droite GG, est orientée vers la gauche, le

solide aura tendance a tourner dans le sens trigonométrique.

Démonstration du Lemme. - Les trois
points sont alignés : G est barycentre
des points G,,G,, affectés des masses

respectives de K, et K.

Supposons maintenant la droite GG,

inclinée vers la droite (cas de la figure).
Le poids en G, agit vers le bas ; la pous-

| sée d'Archimede en G, agit vers le haut ;
: il en résulte un couple agissant sur G
qui va faire tourner le solide dans le sens des aiguilles d'une montre. Ceci

prouve le lemme.



La question : on pose un solide quelconque (3d) sur l'eau ; quelle position
va-t-il prendre pour flotter ? est extrémement difficile et n'admet pas de
réponse obtenue par un algorithme.

Il y a deux concepts distincts : la flottaison et la stabilité. Si on regarde un
catamaran (deux coques paralleles), il est évident que si l'on appuie sur
I'une d'elles, la poussée d'Archimede va soulever cette coque et tendra a la
ramener a la position initiale. Mais 1'expérience montre qu'un catamaran
peut parfaitement étre renversé par un fort vent : a cet égard, un voilier
ordinaire résiste mieux.

Remarque. - Le centre de gravité en 2d et en 3d. Méme si le solide est in-
variant par rotation, le centre de gravité du solide complet (3d) ne se dé-
duit pas du centre de gravité d'une section 2d par un plan passant par
I'axe de rotation.

Exemple : prenons un cone de hauteur h, quel que soit le rayon de base.

Le centre de gravité est situé aux trois quarts de la hauteur a partir du
sommet. Coupons le cone par un plan quelconque contenant l'axe : nous
obtenons un triangle, et le centre de gravité de ce triangle est situé aux
deux tiers de la hauteur a partir du sommet.



II. Positions d'équilibre des corps flottants

Archimede traite ici de la question suivante : étant donné un corps (tou-
jours convexe), de densité inférieure a celle du liquide (donc flottant),
quelles vont étre les positions d'équilibre ?

Archimeéde va directement a la solution du probléeme général, mais, si on
réfléchit un peu, on s'apercoit qu'il y a en réalité deux problemes dis-
tincts :

— Déterminer la ligne de flottaison, pour un solide partiellement immergé

— Déterminer l'orientation prise par le solide.

Nous allons les traiter séparément. On va voir qu'il s'agit dans les deux
cas de problemes difficiles.

Nous abandonnons provisoirement Archimede, pour prendre le temps de
nous familiariser avec le sujet.

A. La sphere

Commencons par étudier la sphere seule ; évidemment, il n'y a pas
d'orientation privilégiée. Mais la détermination de la ligne de flottaison
n'est pas une évidence.

Proposition III.A.1. — Une sphere de rayon r, de densité %3531 par

rapport a l'eau, flotte de telle sorte que la hauteur émergée SH =h est solu-
tion de l'équation du troisieme degré :
hY(, h
Z13-2=4(1-9).
(7 (-7 -0
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Voyons maintenant le cas ¢ < i

Proposition III.A.2. — Une sphére de rayon r, de densité OS&S% par

rapport a l'eau, flottera de telle sorte que la hauteur immergée SH =h sera
solution de l'équation du troisieme degré :

g




B. Calotte sphérique

I1 y a deux types de calottes : les grosses (supérieures a une demi-boule) et
les petites (inférieures a une demi-boule). Il faut les considérer séparé-
ment : leur comportement vis-a-vis de la flottaison sera différent. Il ne
semble pas qu'Archimede ait fait la distinction ; on a le sentiment qu'il ne
s'est intéressé qu'a la grosse calotte.

Grosse calotte

On distinguera flottaison "normale" et flottaison "a l'envers", c’est-a-dire
partie tronquée vers le bas.

— Ligne de flottaison normale

La grosse calotte est 1'ensemble T,ADBT, (boule coupée
par le plan horizontal passant par TT,) et la ligne de

flottaison est encore AB. Le point | est l'intersection
du plan TT, avec l'axe vertical de la sphere (axe SD).

On note h=SH, h =SI. La valeur de h est connue ; on
cherche h>h.

Proposition III.B.1. — La ligne de flottaison normale de la grosse calotte
de rayon r et de densité 6,0<06 <1, est située a une distance h du sommet,

ou h vérifie l'équation :

h?(3r—h)=4r* —-§(r+h)(2r-h)’.



Nous allons maintenant déterminer l'orientation lors de la flottaison nor-
male. Nous rejoignons Archimede, mais avec prudence : nous allons
d'abord traiter un cas particulier.

— Orientation

Proposition III.B.2. — On considére une sphere solide homogene, privée
d'une calotte sphérique limitée par le segment EF ; elle est posée sur un li-
quide et a une densité inférieure a celle du liquide. On suppose que le seg-
ment EF ne touche pas la surface du liquide. Alors la position d'équilibre
du solide est telle que le segment EF est horizontal.

- Démonstration. - L'idée consiste a mon-

trer que si le segment EF est incliné (cas

E de la figure), un couple va apparaitre, qui

va redresser ce segment. Ce couple va ré-

sulter du décalage des centres de gravité,

entre la partie immergée de la sphere et la
partie émergée.

Avant d'aborder la démonstration d'Ar-
chimede, qui est complexe, voyons un cas
simple : celul ou le segment EF touche la
surface de l'eau en un point exactement, a
savoir F.

On note A l'axe de symétrie vertical de la sphere, AB la ligne de flottai-
son, EF la frontiere de la calotte et on suppose que F=B. On note K, la

partie immergée : par symeétrie, elle n'exerce aucun couple sur Q.



On note K, la partie émergée ; elle est décomposée en deux morceaux :

d'une part AIJE a gauche de 'axe A et BlJ a droite de l'axe A.

_____________ P ————— ==
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Les deux sont constitués du méme ma-
tériau (celul qui constitue la boule) et 1l
est évident que le volume a gauche est
plus important que le volume a droite,
puisque le morceau AlJE contient le
triangle AlJ qui est égal au triangle
BlJ. Il en résulte que le couple exercé
en Q par AIJE est plus important que
le couple exercé par BlJ. Le point E va
donc s'enfoncer tandis que le point F
va s'élever. Ceci acheve la démonstra-
tion dans ce cas particulier.

Abordons maintenant le cas général, ou EF ne touche pas le liquide. Nous
introduisons le point F, symétrique de F par rapport a I'axe. Comme pré-

cédemment, la partie immergée K, ne contribue pas au couple en Q et,

pour la partie émergée, le morceau ABFF, ne contribue pas non plus, par

symétrie.

Reste donc le morceau EFF, pour lequel nous disons comme précédem-

ment que le morceau de gauche FIJE est plus gros que le morceau de

droite IJF.

Proposition III.B.4. — On considere
une sphere solide homogene, privée
d'une calotte sphérique inférieure de
segment frontiere EF | elle est posée sur
un liquide et a une densité inférieure a
celle du liquide. On suppose que le seg-
ment EF ne touche pas la surface du
liquide. Alors la position d'équilibre du
solide est telle que le segment EF est
horizontal.



Remarque. — Dans ces deux cas, calotte supérieure ou calotte inférieure,
Archimede prend soin d'exclure le cas ou le segment EF rencontre la sur-
face du liquide.

Voyons en effet ce qui se passe si le
segment EF est partiellement im-
mergé (cas de la figure ci-contre).
Nous avons toujours la verticale A et
la partie émergée K, est AIE, donc

son centre de gravité G, est a gauche
de A. Mais, pour la partie immergée
K,, 1 manque le morceau IBF et
donc le centre de gravité G, est lui-

aussi a gauche de A. Les couples
provenant de la partie immergée et
de la partie émergée vont s'opposer
et le résultat n'est pas clair.

On peut se demander comment Archimede a fait pour éviter cet écueil ;
pour une fois, la réponse est facile : il a tracé la méme figure que nous et
fait le méme raisonnement (2 200 ans avant nous, toutefois, mais cela ne
retire rien a notre mérite).



Le probleme peut étre posé de maniere purement géométrique, comme le
montre la figure ci-contre :

, On trace E'F', symétrique de EF

par rapport a l'axe vertical et on
élimine toutes les portions symé-
triques, c’est-a-dire qui génerent
un couple nul en Q. Il nous reste,
au-dessus de la flottaison, le mor-
_ ceau AJHE qui exerce un couple
vers le bas du fait de son poids et,
au-dessous de la flottaison, le
morceau FJA qui exerce un couple
vers le haut, du fait de la poussée
d'Archimede. Il est évident que,
selon la position de AB, de EF, et

la densité du solide, I'un ou l'autre
va l'emporter.




Le tronc de paraboloide

Rappels relatifs a la parabole

Etant donné un point F (appelé "foyer")
et une droite D (appelée "directrice"), la
parabole de foyer F et de directrice D
15 est 'ensemble des points équidistants du
M foyer et de la directrice.

a5 La distance de F a D s'appelle "para-

i metre" de la parabole et est noté p.
-1.5 -1 -05 0 0.5 1 115 2

L e ‘
directrice

Le sommet de la parabole, noté S, est le
point le plus proche de la directrice.

L'origine O des axes sera en S.

On prend comme axe Ox la parallele a la directrice passant par S. On
prend pour axe Oy la perpendiculaire

a Ox passant par S et par F. Ce point

aura pour coordonnées (Og) et

I'équation de la parabole dans ce re-
2
. X
pere sera y TS

Rappel

Soient A,B deux points sur la parabole, de part et d'autre de l'axe. Soient
A’ B' deux autres points sur la parabole, tels que les segments AB et A'B’
soient paralleles. Alors le segment joignant les milieux I,1" de A, B et de
A',B’ est parallele a 'axe de la parabole.



Le paraboloide est obtenu en faisant tourner une parabole autour de son
axe de symétrie.

2. Le paraboloide
L'équation cartésienne est :
X* +y*=2pz,

ou p (parametre) a été défini précédemment. Dans cette représentation,
I'axe de symétrie est Oz, le sommet du paraboloide est en O et le parabo-
loide est tangent au plan xOy.

Rappel. - Le volume d'un tronc de paraboloide de hauteur h et de rayon
r sur le plan de troncature est :

Vo 7r’h ,
2
et, en utilisant le parametre :
r’ =2ph,
on obtient la formule du volume :
V =7zph®.

3. Flottaison

A titre d'exercice, déterminons comment va flotter un paraboloide en bois.
On prendra un bois assez lourd : densité 900 kg/m3. Il sera commode de
donner cette densité par référence a celle de 1'eau, supposée égale a
1000 kg / m®. On notera :

5o densité (bois)

= 1.
densité (eau) <

Dans notre exemple, 6 =0.9.



Proposition. III.B.1 - Soit un paraboloide en bois, dont la densité est 6
(en kg / litre), avec 6 <1. Il s'agit donc d'un bois qui flotte (ce n'est pas le cas

de tous les bois). Alors la ligne de flottaison vérifie :

)
h=h.|-_
=N 1+6
ou h est la hauteur totale et h. la hau-

teur immergée : distance de l'origine a
la ligne de flottaison.

flottaison

La valeur obtenue est indépendante de la forme du paraboloide : le para-
metre p n'apparait pas.



4. Stabilité du tronc de paraboloide

Avant d'aborder les résultats d'Archi-
mede, qui sont difficiles, nous allons nous
familiariser avec le concept de stabilité de
flottaison, sur une situation simple.

T T

/ o Initialement, le tronc de paraboloide, noté
wa= TP, flotte verticalement : l'angle (1B,IT)

entre l'horizontale et 1'axe de TP est un
angle droit.

Imaginons maintenant que l'axe s'incline
légerement vers la droite (fleche sur la
figure) ; pour nous, il sera plus commode
de dire que la ligne de flottaison tourne vers la gauche : AB devient A'B' ;
on suppose que la rotation se fait autour de |, milieu de AB. La question
est : que devient TP ? La réponse est ic1 évidente et aucun calcul n'est né-
cessaire.

(0]

La partie IBB' qui était émergée devient immergée (elle passe sous la flot-
taison). Inversement, la partie A'lA, qui était immergée, devient émergée
(elle passe au-dessus de la flottaison). Le volume de IBB' est supérieur a
celui de A'lA, puisque le paraboloide s'évase vers le haut. La densité du
bois est inférieure a celle de I'eau : en conséquence, le couple exercé en |
par IBB' est supérieur au couple exercé en | par A'lA Le premier se fait
vers le haut (poussée d'Archimede), le second vers le bas (poids). Par con-
séquent, TP va tourner dans le sens trigonométrique (sens inverse de la
fleche) et donc se redresser.



Le raisonnement ci-dessus n'est pas completement correct : il ne suffit pas
que le volume du morceau IBB’ soit supérieur au volume du morceau A'lA
pour que les couples soient dans le méme rapport : le couple n'est pas seu-
lement fonction du poids, mais aussi de la distance. Revenons en arriere
et complétons notre raisonnement.

Nous voulons comparer les couples exercés
en | par le morceau IAA" d'une part et par le
morceau IBB’ d'autre part. Ces deux mor-
ceaux sont comparables en volume et en po-
sition.

flottaison 2
B'

flottaison

Pour le voir, introduisons la symétrie de
\ centre |: la parabole est transformée en une
\ parabole "sommet en haut", en pointillés sur
la figure, A est transformé en B et A’ est
transformé en A", sur la parabole en pointil-

o lés, et a I'intérieur du segment IB'.

Le morceau AA'l est donc transformé par symétrie en le morceau IA"B, de

méme forme, de méme densité, de méme poids, et donc de méme couple
vis-a-vis de |. Or le morceau IBB' contient le morceau IA"B; son couple est
donc supérieur, et la démonstration est correctement achevée.

Notre présentation souffre du défaut d'étre peu générale : on suppose que
la rotation se fait autour du point I, ce qui est restrictif. L'approche d'Ar-

chimede n'a pas ces défauts. Nous la présentons maintenant.
Proposition II1.B.2. - Stabilité d'un tronc de paraboloide.

Considérons un tronc de paraboloide, noté TP ; on suppose que la surface
plane TT, (surface de troncature) ne touche pas le liquide. Soit S le som-

met du paraboloide et T le milieu de T,,T,. On suppose que la longueur du

segment vertical h=TS est Sg p. Alors, si le tronc de paraboloide est placé

tncliné, il va se redresser.



Avant d'aborder la démonstration, regardons la situation sur un exemple.

! On a pris p=1 et h=TS:g.

Initialement, la parabole est dans la position verticale, avec T.T, horizon-
tal. On fait une rotation de 20° autour de S, vers la droite, et T,T, devient
T.T,, incliné vers la droite. La surface du liquide est AB.

La partie immergée était ASB ; elle est maintenant A'SB’, plus grosse ; la

partie émergée était T,ABT, ; elle devient Tl'A'B’ 2',p1us petite.

On avait équilibre avant la rotation ; apres rotation, la poussée d'Archi-
mede, exercée sur le morceau BSB’, va I'emporter et la parabole va se re-

dresser.



Démonstration. - Soit TS I'axe du tronc de paraboloide TP et AB la sur-
face du liquide. Si le tronc de paraboloide ne flotte pas droit, T.T, et AB ne

sont pas paralleles et TS n'est pas perpendiculaire a AB. Soit A la tan-
gente au tronc de paraboloide parallele a AB, et soit C le point de contact;

du point C menons le segment CD parallelement a TS. On sait que le
point D est au milieu de AB (Lemme précédent). Introduisons le point G,

entre C et D tel que GC=2GD et le point G, sur la droite TS tel que
GS =2GT. On sait que G est le centre de gravité du tronc TP, et que G
est le centre de gravité de la partie immergée K,. Le centre de gravité G,
de la partie émergée K, est situé sur la droite GG, du coté opposé a G
puisque G est le centre de gravité de G, et G,.

Comme TS < 37p et GS :éTS, on obtient GS < p.

Soit | le point d'intersection de GC avec AB et soit o 1'angle (E@) (voir

figure ci-dessous).

Lemme II1.B.3. - L'angle o est aigu.

Démonstration du Lemme

droite A




On sait que AB est parallele a la tangente A en C. Soit C, la projection
de C sur l'axe de la parabole et C, l'intersection de 1'axe de la parabole
avec la normale en C (droite perpendiculaire a A, tangente en C), non re-
présentés sur la figure.

On sait que la distance C,C, est égale a p, parametre de la parabole. Il est
évident que C, est au-dessus de S; comme GS < p (voir ci-dessus), G est
au-dessous de C, : le point G est a gauche de la perpendiculaire en C a

A, et l'angle « est aigu. C'est aussi 'angle (G—C,A).

Note : avec p=1 et h=3/2, on trouve que cet angle vaut, en radians,
1.52<% =1.57, ou, en degrés, 87.01<90°; il faut une sacrée intuition géomé-

trique pour anticiper ce résultat !



Il résulte du Lemme que la perpendiculaire abaissée du point G sur la
droite A tombera a gauche de C. Notons K ce point. Menons par les
points G, et G, des paralleles a GK: ces droites sont des verticales de flot-

taison ; elles passent de part et d'autre de G. Par conséquent, la force ap-
pliquée en G, (couple agissant sur G), qui résulte du poids de la partie

émergée K,, tend a faire tourner la figure dans le sens trigonométrique ;
de méme, la force agissant en G, (poussée d'Archimede sur la partie im-

mergée) donne un couple agissant sur G qui tend également a faire tour-
ner la figure dans le sens trigonométrique : la figure se redresse.

| ’ ’
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En d'autres termes, en G, s'exerce une force vers le haut (poussée d'Ar-
chimede), en G, une force vers le bas (poids). Dans ces conditions, G, tend
a monter et G, a descendre et le tronc de paraboloide se redresse. La Pro-
position est démontrée.

Voici un grossissement de la partie centrale de la figure :






Remarque. — Une hypothese de forme
sur le solide est nécessaire. Prenons une
tige de bois, par exemple de densité 800
kg/m®, longueur 1 métre. Le centre de

gravité est au milieu. Immergeons cette
tige de facon que 80 cm soient au-dessous
de la surface de l'eau. La tige ne restera
pas verticale, mais se couchera.
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